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一 类 高 阶 中 立 型 微分 方程 周期 解 的 存在 性 * 
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摘 要 : 本 文 研究 一 类 高 阶 中 立 型 泛 函 微分 方程 周期 解 的 存在 性 ， 利 用 一 些 分 析 技 巧 和 大- 集 压缩 映射 理 
论 得 到 了 该 类 方程 至 少 存在 一 个 周期 解 的 两 类 充分 条 件 。 所 得 结果 将 现 有 关于 常 微分 方程 的 结论 
推广 到 了 泛 函 微分 方程 情形 ， 同 时 减少 或 减弱 了 已 有 结果 中 的 一 些 条 件 ， 从 方程 的 形式 和 周期 解 
的 存在 性 条 件 两 个 方面 推广 和 改进 了 文献 中 的 相应 工作 。 

关键 词 : 中 立 型 微分 方程 ， 高 阶 ，k- 集 压缩 映射 ， 周 期 解 
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中 立 型 微分 方程 作为 泛 函 微分 方程 的 一 种 重要 类 型 ， 与 实际 问题 联系 紧密 ， 如 无 损 传输 线 
连接 问题 中 就 涉及 到 中 立 型 微分 方程 站 


u'(t) — ku (t 一 2) = f (ub,ult 一 J 


其 中 5 = VLC， 因 此 中 立 型 微分 方程 的 研究 具有 重要 的 意义 ， 已 经 引起 了 大 量 专 家 学 者 的 广 
泛 重 视 ， 出 现 了 很 多 新 结果 ， 如 文献 [2-6]， 但 主要 是 关于 低 阶 方程 的 结果 。 对 于 高 阶 中 立 型 微 
分 方程 的 周期 边 值 问题 ， 相 关 的 研究 结果 还 不 是 很 多 ， 文 献 [7] 利用 级 数理 论 研究 了 中 立 型 微 
分 方程 5 
L (t) + box? (t — ho) + V [aiz 0779 (t) + bis 79 (t hi)] = f (t) 
isi 

周期 解 的 存在 性 。 

X [8] Æ 

(H) 方程 


209 + aq 4a 07D 4... Eas! —0 


具有 唯一 的 周期 解 且 为 常数 ; 
(H3) 存在 常数 k € [0,1) 满足 


[g(t z, 21, -- . »Xm-1:D) — g(t, £, £1, ,£m-1:4)| < k|p 一 ql, 


V (t,2,21,7-- din dup). (t, z,21,- t ,Tm—1,4) € Rx RU. 
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qk 
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(Hs) 存在 常数 po, pi, ^i Pm, PE 
[I(t 2,21, 2)| S I(t, £, 21, mm) + polz] +--+ pmlzm| + p, 
Y (t,£, £1, , £m) E Rx Ret! 
等 条 件 下 研究 了 常 微分 方程 
a Fam aa 7D 4E. E aya! + g(t m a, ,2009) = f(t) (1) 
周期 解 的 存在 性 ， 其 中 f) 为 连续 的 了- 周期 函数 ，ai (i = 1,.… ,m 一 1) 为 常数 。 
本 文 考虑 一 类 高 阶 中 立 型 微分 方程 


m-1 
gm = X: az 十 g(t, x, x(t — 791(£)),--- , (t£ — Tom (t)) >, 


i=l 


D(t — Tmi (t)) -8t — ru, (t))) (2) 


周期 解 的 存在 性 ， 其 中 g € C(Rx Rx Roto». R) BXT t4 工 周期 的 ， Tij; (i = 
0,1 m, 7 二 1,… ,mi) 为 连续 的 TT- 周 期 函数 。 我 们 得 到 了 下 面 的 结果 。 

定理 1 若 下 列 条 件 满足 

(41) 存在 常数 d > 0， 满 足 


Xglt, £, To1,* +: Emma) 0 或 zg(t, £, £01; ,Tmmm) < 0, 
|z| >d, (t, zo1,* smmm) € [0, T] x R™ot ma. 


Tw Mk 
|g(, £, mo1 ^ imma) — g(t, Y, Vots Vm. )] < BOONz — yl + Y V bu 人 blzu 一 gil 
k=0 i—1 
(t, £, Los Emmm), (59,01, mm) € Rx Rx Rot tmm; 


(As) Tmj) G = 1,… ma) FUGEBERSHÉG In^ilo < 1， 且 


m m-—1 Mk Mm 
(lelo+ Y looilo)T™ + $7 (Jarl $ lbrilo) T"* + V lomilo 
t=1 k=1 i=k i=1 


则 方程 (2) 至 少 存在 一 个 工 周期 解 ， 其 中 | o 表示 最 大 值 范 数 。 
定理 2 假设 定理 1 中 的 条 件 (A1) 及 下 面 的 条 件 得 到 满足 : 
(B) 存在 连续 函数 ui(b (= 1 ma) WE Yn lolo c1 H 


: | <1 
1-3 0 : 


[g(t, £, o1, tX mo-ima.oi Zml s Zmm», ) 


Mm 
— g(t, £, £03, 一 rm yl iis. < OF ymil, 
i—1 


(t, 2,291, Vos »Ym-ima oo mis" .. » mma) € RxRx Rooms 


(t, ToTQns Tm-imgaci Yml; ` el » Vmm,, ) € Rx Rx Reoti im 
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(B2) 存在 连续 水 数 c(t), cij(t) (i = 0,1 m, j 1 m) 使 得 


m Mk 


|g(t, £, £01, SA Tiia) < g(t, c, Tol, t: numo) 十 c(t)|z| 十 S3PSCUOES 
k=0 ?一 1 
(t, £, £01," Zr)E 尽 xx 尽 X 忆 mof mm; 


(B3) Tmj(t) (j 一 1; us Mm) 具有 连续 的 导数 ， [75,;lo <l, 且 


mo m-—1 Mk Tom. 
2 1 
(lelo + 5 lcoilo) T” F 5 ( lax + Y loulo)T" 十 5 lemilo erum EET 
icl k-i i—k i-l mi 
则 方程 (2) 至 少 存在 一 个 工 -周期 解 。 
HO 若 定理 1 和 定理 2 中 条 件 (A1) 变 为 
(A1) 存在 常数 cl, cz RAX u, p+: R— RUÜ(-cos-oo) IPAE 
g(t, £, To Tmma) > C1, VT>0, (5zoncoXmm)€ Rx ROH mm, 
g(t,z,z91, in) < c2, Yzr<0, (t, To01,**- stima) € R x Rot tma, 


T T 
f E «0 « i E 
0 0 


且 
u-(t) > lim sup g(t, 2,201, ;Emmm) t€R, 
Ba (t) < im infg(t,z, zo1, mm )， C€H, 
对 (zol , Emmm) € Hou mm 一 致 成 立 。 


则 定理 1 和 定理 2 的 结论 仍然 成 立 。 

从 方程 形式 上 看 ， 文 [7] 讨论 的 方程 是 我 们 研究 的 方程 的 特殊 情形 ， 方 程 (1) 为 一 般 常 微分 
方程 ， 方程 (2) 为 中 立 型 泛 函 微分 方程 ， 研 究 难 度 大 ， 具 有 更 重要 的 意义 。 

从 定理 条 件 上 看 ， 条 件 (41) 比 文 [8] 中 相应 的 条 件 更 简单 ， 便 于 实际 验证 。 在 定理 2 中 我 
们 没有 要 求 文 [8] 中 的 条 件 (H3) 成 立 ， 同 时 定理 2 中 的 条 件 (B3) M (B) 要 比 文 [8] 中 相应 的 条 
件 (H2) FU (H3) 要 弱 ， 因 此 ， 定 理 1 和 定理 2 推广 和 改进 了 文献 [7] 和 文献 [8] 中 相应 的 结果 。 


2 主要 引 理 


定义 19] d EJÉ—^ Banach 空间，4 C 巨 是 一 个 有 界 开 集 ， 称 


ag(A) = inf [6 > 0| 存在 有 限 个 集合 4; c 4 满足 4 = |] As diam(A) < 5} 
i—1 
为 4 的 非 紧 性 测度 ， 其 中 diam(A;) 表示 集合 4; 的 直径 。 
定义 2 的 设 X,Y 都 是 Banach 空间 ，Q C X 为 一 个 有 界 开 集 ，N : 一 了 为 一 个 连续 有 
界 的 映射 ， 如 果 存 在 常数 天 使 得 对 任何 有 界 集 4C QQ 都 有 


oy (N(A)) € kax(A), 
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则 称 N 是 QQ 上 的 k- 集 压缩 映射 。 
设 工 是 一 个 XX 一 了 的 零 指标 Fredholm 算 子 ， 定 义 


(L) = sup {r 2 0| raox(A) € ay (L(A)), 对 任意 的 有 界 集 4 C X). 


3919 8L: X 一 站 是 一 个 零 指 标的 Fredholm F, ye Y 是 一 个 固定 点 ,，N :0 一 
了 为 一 个 太 集 压缩 映射 ， 且 有 < 7 (EC)， 其 中 mcC X 为 一 个 关于 0 e Q 对 称 的 有 界 开 集 ， 并 假设 
条 件 

(A) Lz £ ANz-4- Xy, Vr € 00, A€ (0,1); 

(B) (QNrz-c-Qwz)-(QN(—z) + Qy, z) «0,2 € Kerbnaa 
成 立 ， 则 Le- Nr = 在 9 中 至 少 存在 一 个 工 周 期 解 ， 其 中 (2) 是 X xY 上 的 双 线 性 形 
X. QEY 到 CokerL 上 的 投影 算 子 。 

为 了 利用 引 理 1 研 究 方程 (2) 周期 解 的 存在 性 ， 我 们 定义 

C$ —(zeC"(RR)|z(t- T) -a(t, te R}, 0<k<m, 
并 在 CQ 和 CR (k=1, ,m) 上 分 别 定义 范 数 
lelo = max;ep,rie(t), YeeCf |plk = maxocicklp lo, Yp EC}, 

则 你 在 相应 的 范 数 下 成 为 Banach Eli], 4 X = CT, Y = C8 并 定义 


L:X Y, Lz-a", 


m-—1 
N:X >Y, Nz— aix! +g(t,x, s(t — To (t)) > ,Z(t — Tom (t)) 


i—1 
L(t — Tma (t)), 209 (t — mas, (t))). 
53:82 算 子 工 是 一 个 零 指标 的 Fredholm 算 子 ,， JEH(L) > 1. 
证 明 显然 ， 
T 
KerL = R, ImL- fy cY] f y(t)dt = o}, 
0 


故 工 是 一 个 零 指标 的 Fredholm 算 子 。 设 A C XOU 8 JE, Sn = ayL(A) > 0， 对 任意 
的 e > 0， 由 定义 1 可 知 ， 存 在 有 限 个 集合 B; (i = 1,:… ,n)， 使 得 


L(A)-|)B, H diammy(B; € c. 


i=1 


id A; = {z | rc A, La € Bi); AI. 


diamy(L(A4)) <n+e, HE A-[JA. 
i=1 
再 由 CY RRAC MCE :为 Banach 空 间 可 以 得 到 ，4; RACI 后 为 完全 有 界 集 ， 故 
存在 集合 Ay C Ai (7 = 1, ,ni) 使 得 


Ai = Aij, H diamcz (45) « €, 
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tt diam x (Aij) « 7] 二 Eo 显然 ， 


A-UU 4s, 


i=1 j=1 


由 < 的 任意 性 知 ，ax(4) <n = ay(L(A)) BRIL) > 1. 


引 理 3 4 " 
k= 》 |bmailo， 
i=1 
则 NN : X 一 了 是 一 个 所 集 压 缩 映射 。 
证 明 设 A 是 多 的 一 个 有 界 子 集 ， 令 7 = ax(4)， 则 存在 Ai (i = 1,… ,n) 使 得 


A= ULT H diam x (Ai) KINE. 


i=1 
BA g E Rx Rx Rmo+tmt…+mm 的 紧 子 集 上 一 致 连续 ，Ah; 在 CR! 中 相对 紧 ， 故 存在 AS € 
Ai (j = lye ,mi) 使 得 


Aj — U Aij, diamom-: (Aij) <E, 


j=1 


i 


H. 
|g(t, z, z(t — Toi (t)) -- ,LTD (£ Tn amus a (H) u 0 (t — Tut), uU (t — Tmmm (£))) 


— g(t,w, u(t — T (t): u (t — 0, (t)))| <E, Vr u € Aij, 


从 而 可 得 
m-1 
|Nz — Nulo = sup | 5 az® + g(t, z, z(t — To (t)) gU (t — Tmmm (t))) 
te[0.T] 记 1 
m—1 : 
— M aiu? — g(t,u,u(t — Tm (0). -- ,u9 (t — Ta, ()) 
i-1 
m-—1 . . 
= Sup »» a;(z AS u®) T g(t, T, x(t — Toi (t)), uet ,g 09 (t 一 Tmmm (£))) 
te[0,T] 记 1 


0 


m-—1 


© lade sup [oat m (O), 2 E re (O) 


i=1 


IA 


— g(t, £, r(t — ro (£)), TD Tm imus as (0), 0 (t — su (0), 
uU (t — Tmmm (£))) 

+ g(t, z, x (t — To (t)), ,TD (t — Tam, s (0) (t — Tm1 (0), 
Su (t — Tmmm (£))) 


"a g(t, u, u(t a 701(t)), LT ut 一 Tmmm (t)))| 
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m-1 
< Villes sup |g(t, ,z(t — T (0). 2 (6 — rm, (£))) 
记 1 te[o,7] 
-g(t, T, x(t m To (£)), EN yu 人 一 Tm-1mm-i (t), uem (t ~ Tmi (t)), 
yum E Trma (t) 


+ sup lg (t, z,z(t — To (t)), , gen b — Tm-1m4, a (1)); u(" (t — Tmi(t)), 
t€[0,1] 


2 ,u (t E (£))) 


—g(t, u, u(t = To1(t)), us ,u (t 一 Tmmm (£)))] 


m-i Mm 


< (3I lad 1)e Dlomlolz™ -u 
i—l 1 一 1 


m-1 Mm 
< ( 5y lail + 1)e F 5 |bmilo(7 + £), 
i=1 i=1 


由 < 的 任意 性 可 得 
ay (N(A)) < 5 lomilon = kax(A). 


i—-1l 
58479 1n ge Cr, re CL Hz'(t) «1, Vte[0,T]. Wig(u(t)) e Cr, EP u(t) Èt- 
T(t) 的 反 函 数 。 
3 ”主要 结果 的 证 阴 
定理 1 的 证 了 明 考虑 辅助 方程 


m-—1 
gm) 一 入 3 a;z 十 Ag(t, m, x(t — Ta (t)), ad ,T(t NE Tomo (£)), MEE 


i=1 
avo HE Tm1(t)), Aci. 29 (t 一 Tmmq (t))), A€ (0, 1), (3) 
显然 方程 (3) 在 周期 边界 条 件 下 等 价 于 算 子 方程 Lz = ANT. 


为 了 利用 引 理 1， 我们 首先 证 明 方程 (3) 的 周期 解 有 先 验 界 。 

第 一 步 ， 证 明 对 方程 (3) 的 任 一 周期 解 z(t)， 都 存在 to € [0, T] WE |x(t9)| < d. 
在 方程 Lx = AN z 两边 对 + 从 0 到 人 积分 有 

T 
f Nz(t)dt = 0, 
0 
即 
T 
n g(t, z(t) z(t — rm (0), 2 (E — rs, (£))dt = 0. 
0 


若 对 于 任意 的 te [0, 了 T]， 都 有 |z(t)| > 4d， 由 条 件 CAL) 可 知 上 式 不 可 能 成 立 ， 故 对 方程 (3) 的 任 
一 周期 解 z(t)， 都 存在 to € [0, 了 | 满足 |z(to)| < d. 
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第 二 步 ， 我 们 证 明 存在 常数 M 为 方程 (3) 周期 解 的 先 验 界 。 
由 方程 (3) 和 条 件 (A2) 可 得 


T 
J "oi 
0 


I^ 


l^ 


I^ 


I^ 


由 zf(0) = z(T), 


难得 到 


注意 到 |z(to)| < d. 


af | x aix + Ag(t, a, a (t — To (t)), > 2 (t — Tmmm (t))) lat 
m-l T . T 
» ld f lx? (t)|dt «f | g(t, z, z(t — o1 (2), 2 (t — Tmmm (0))) |dt 


m-1 T T 
2d la n la? (t)|dt + f | g(t, x, z(t — TO1 (t)), di 209 (t 一 Tmmm (t))) 
i=1 9 0 
—g(t, 0, UNS ,0) 4- g(t,0, DO. ,0)|dt 
m~i T : T 
> lei n [z? (£)]dt + f | g(t, £, z(t — ox (£)), 2? (t — Tmmm (t))) 
i=} 0 0 
T 
—g(t,0, --- ‘Olat+ f [g(t,0, --- ,0)|dt 
0 
m-—1 . T mo T 
Y ladri? f BOOS | boel- rs Rat 
i=1 0 i21 70 
Mm T: T5 
Y. f| mitat mitit + f lot 0-7: ,Oat 
i=1 70 0 
m-1 ] mo mm—1 
^ lailTls do + l8loT|zlo + Y lboiloTlzlo 十 … 十 > lom-niloTlz™ lo 
i—1 t=1 i-1 


mm T T 
+ lomilo | e(t- mms)ldt+ | lg(t,0,--- ,0)ldt. 
i=1 0 0 


,TD)(0) = ztm-D)(T) 知 存在 (i= 1,… ,m)， WEOE) = 0， 不 


z(t) = z(to)+ J x'(t)dt, 


t 
az? (t) = aO (£j) «f zC*U(t)dt, i—1,--,m- 1, 
£i 
可 得 


T 
Iro € d-- Tlz lo € € d T7! f |z 9"? (bldt， 
0 


T 
lz/|o < T"? f |" (tdt, 


T 
jz-Dlo < f jzem)(bldb 
0 
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从 而 有 
T mo T 
n is yat < (IBT Y odor) (a+ 777 f eoat) 
i=1 0 


+(lail F D brilo) T”? 4 [z 7 (£)|at a sun 


?一 1 


Mm—1 


T 
+ (lomtl+ 35 miil) T f. Elat 
i—1 0 
Mm T T 
+X. lomilo | ix — rmita f |g(t,0,--- ,0)|dt 
i=1 0 x 


- [el 4 Y lboilo ) T” + (la 十 Y brilo) T” FENS 
i=1 


i=1 


Tim —1 


T 
(esca 35 scuto] f isto 
Y^ "gem 
D? lica I jzeod — milt) dt 
T mo 
+f lg(t,0, --- ,0)|dt + (oT + > cor). 


由 定理 1 条 件 及 引 理 4 可 得 


. T T qam) 
f |a (t — Tm:(t))|dt =f e C) ew pet 这 一 L- 
0 0 7 Tmi 


T 
(m) 
1- zs (5) a, eov. 


故 


a lr" (Jat < | (llo F > lboilo T" 十 (lol 十 Y lbsslo) T! desee 


i=1 
(m) 
T [xz dt 


Mm- 


1 Mm 
* (lam i 十 3 m-uilo)T + > Bd : 


1 
l-—T 


T mo 
* I a(t, 0,- ,0)|dt + (IloT + > lboiloT )a, 
由 条 件 (As) 知 存在 常数 Mi 满足 


了 
n lc" (ldt < M7, 
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进而 ， 存 在 常数 M, (i = 0,1,… ,m 一 1) 使 得 lz 中 lo < M;。 再 由 方程 (3) 可 得 


|ztm)|o < b» laillz |o 十 Es Le z,z(t — Toi (t)), 
i=1 


,q 09 (t — Tmmm (t))) | 


< Seb sup. [ob w(t — o (D), 2 0 — ro (0) 


i=l 


-g(t, T, x(t gd 7T01(t)), La ,a07D( — Tm—-lmg-i (£)), 0, 


Ag (t, £, a (t — To (£)), 2 D (t — Tama a (t)),0, 


.. ,0) 
… ,0)| 


< b» lllo ， fun. se z,z(t — To (£)),:: 2 7? (t — Tum, (£))) 


i—1 
—g(t, T, z(t — Toi (£)), ubi M HC 一 Tm-imma-i (£)), 0 ……， 0))| 
+ Sup ,a tc, z(t m 701(t)),: ,Tm Dt BE Tm-1m4 1 (1)), 0, Dea ,0)| 
te[0,T 
Mm m—1 . 
< Y fomilo sup. [oe— mma()| + 》 ladllz lo 
FE te[0,T] i=1 
+ sup Ie z, T(t — To (t)) 7: a P (E ramus (0) 07 ,0)] 


te[0,T 


I^ 


i=l i=l 


a7 D(t 一 7Tm 一 Imm-1i (£)),0, Da 0)|， 


Sololzeolo+ lle? + sup. letbwzt 一 ma 
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由 条 件 (As) 可 知 ， 存 在 常数 Mm IEE [n0 |o < Mnm。 进 而 可 得 存在 常数 M 满足 |zlm < M. 
Hr >M, 记 Q= (x € X | izlo <r}, 易 知 ， Q 满 足 引 理 1 中 的 条 件 (4)。 定义 


g" 
(ym) = f wty()dt, v(wz)eY 


T 
Qu= | vod, vueY. 
0 
3iz€ KerL(]0Q, 则 z=r 或 z= -r， 故 当 ze Kerz 门 98 时 有 


(QNz + Qy, z) - (QN(-2) + Qy, x) 


T T 
三 gu g(t,7,0,--- ojat. f g(t, —r, 0, 
0 0 


由 条 件 知 存在 常数 M" 使 得 当 r > OM" 时 有 


x X, 


-- ,0)dt. 


T T 
e g(t,r, 0,--- ,0)dt f g(t, —7,0,--- ,0)dt < 0. 
0 0 
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不 妨 设 r > M'， 则 QQ 满足 引 理 1 的 条 件 (B)， 故 方程 (2) 在 已 中 至 少 存在 一 个 解 。 
定理 2 的 证 明 类 似 于 定理 1 的 证 明 。 
例 ”我们 考虑 下 面 的 三 阶 中 立 型 微分 方程 


1 1 1 1 
y = — gl?) + 16 sin? (9 (t E sin t) + is sin? x (9) (t ^ COS t) 


100 
—sin?t 
Pa: sin? z (2 (t ld t) 4 sin? t +1. (4) 
4 
根据 方程 (4) 可 知 
1 
T=2 — 
iL ETT TN 


e^ sin? t 


1 ,2 1 ,2 二 分 : 2 
g(t, £, £21, £31, £32) = 一 Sin £31 十 — sin^ 32 + sin^ z21 + sin^ t + 1, 


16 16 


l. q.s 1 
Ta (t) = 7 sin? t, T31(t) = 1 sint, T32(t) = 1 cos t. 


容易 验证 ， g(t, 2,221,231, 232) 满足 定理 1 中 条 件 (41), (A2); 且 可 到 


— sin? 
ba (t) = LÁ bai (t) = b32(t) = 5 
X 1 
Irailo = |732lo < 了 < 1, 
R 
1 i 
(laal + [bilo T + Italo | |. + lesalo| i 7|, 


= (us) lA us : ET 
~ M00 32 16!1—1costlo 16l1+3sintlo ©? 


故 根 据 定 理 1 可 知 方程 (多 至少 存在 一 个 2r 周期 解 ， 类 似 的 ， 也 可 验证 方程 (4) 满足 定理 2 的 
条 件 ， 因 此 由 定理 2 也 可 判定 方程 (4) 周期 解 的 存在 性 ， 显 然 利 用 文中 和 [8] 的 结果 无 法 得 出 方 
程 (4) 周期 解 存 在 与 否 的 结论 。 

致谢 : 感谢 审 稿 人 提出 的 宝贵 修改 意见 。 
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Existence of Periodic Solutions for a Kind of High Order Neutral 
Differential Equations 


ZHENG Chun-hua!, LIU Wen-bin? 


(1- Basic Department, Shaanxi Industry Polytechnic Institute, Xianyang 712000; 
2- Department of Mathematics, China University of Mining and Technology, Xuzhou 221116) 


Abstract: By utilizing specific analysis techniques and the k-set contractive operator theory, we study 
the existence of periodic solutions for a kind of higher order neutral functional differential equations. 
Two kinds of sufficient conditions which guarantee the existence of at least one periodic solution to 
the equation are obtained. The investigated equation in existing results is extended from the ordinary 
differential equation to the functional differential equation. Meanwhile, some assumptions in current 
results are weaken or removed. Our conclusions generalize and improve the related results in the 
literature from both the form of the equation and the conditions for the existence of periodic solutions. 
Keywords: neutral differentia] equation; high order; k-set contractive mapping; periodic solution 


